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Иоганн Кеплер (1571 – 1630) оставил потомкам выдающиеся научные достижения. Причем эти достижения становились исходным пунктом для развития наук, перехода на новый этап, по сравнению с античным наследием. Открытие им законов движения планет в астрономии послужило началом небесной механики. Его математические труды –  первым шагом в направлении создания дифференциального и интегрального исчисления.
Все это было получено Кеплером в результате длительного и тяжелейшего научного труда. Как писал акад. А. А. Михайлов «формулировка законов Кеплера составляет шесть строчек, а для получения их требовалось восемнадцать лет». Жизнь и труды Кеплера проходили в исключительно неблагоприятных условиях. Нелегкое детство, постоянная бедность, отсутствие устойчивого заработка, феодальные междоусобицы, религиозные распри, вспышка ведьмомании, угрожавшая жестокой казнью матери ученого; необходимость заботы о большой семье, болезни. Множество невзгод пали на Иоганна Кеплера, но не смогли заставить его прекратить научный поиск. Поэтому в памяти людей Кеплер остается истинным героем и мучеником науки.
Научный подвиг Иоганна Кеплера вызывает закономерный интерес к его наследию. В области математики особенное значение имеет знаменитый труд Кеплера «Стереометрия винных бочек» (1615 г.). Принципиальные математические новшества, внесенные Кеплером в этом труде по сравнению с античной математикой, раскрыты в [1] и [2]. Но значительный интерес представляют и конкретные результаты, изложенные в книге, в частности вычисления объемов тел вращения, не известных в античности. О них в доступной литературе [1], [2], [3] сказано значительно меньше, чем о других аспектах рассматриваемого сочинения. Поэтому этот вопрос будет подробно проанализирован в дальнейшем.

Труд Кеплера имеет прикладной характер. Целью его является установление способов изготовления коммерческих сосудов для жидкостей и измерения их вместимости. Примечательны обстоятельства, приведшие И. Кеплера к этой проблематике. В предисловии к «Стереометрии» автор сам излагает ход событий. В 1613 г. Кеплер вступил во второй брак  с Сусанной Рейтингер. В этом же году в Австрии было произведено много вина, цены на него были низкие. Кеплер решил купить несколько бочек для семейных нужд. При заключении сделки его удивил способ расчета объема вина в бочке. Продавец измерял линейкой расстояние от края наливного отверстия до пятки противоположного днища, то есть до места соединения днища со стенками. После чего сразу же объявлял вместимость бочки в амфорах (такова была единица объема). К тому же Кеплер знал, что в других германских землях определение объема велось по сложным правилам или путем заполнения водой из образцового сосуда. Все это побудило его исследовать способы вычисления объемов бочек и других емкостей.
Для осуществления таких расчетов Кеплер рассматривает тела, полученные вращением сегментов конических сечений: эллипса (в частном случае круга), параболы и гиперболы. Им разработана классификация и описаны способы получения девяноста двух тел вращения. Детально изучены  тела, форма которых при пересечении горизонтальными параллельными плоскостями, соответствует форме бочки. Таким образом, Кеплер вычисляет объемы следующих тел. При вращении сегмента круга получаются шар (стрелка сегмента равна радиусу), яблоко (стрелка больше радиуса), лимон (стрелка меньше радиуса). Вращение сегментов эллипса вокруг оснований дает тела вращения, названные Кеплером айва, оливка, слива и тыква. При аналогичном вращении сегментов параболы и гиперболы образуются соответственно параболическое веретено и гиперболическое веретено (рисунок 1). А при вращении тех же сегментов вокруг оси симметрии – параболический и гиперболический кратеры, ныне называемые гиперболоидом и параболоидом вращения [4].
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Рисунок 1 – Сечения тел вращения, изученных Кеплером

В эпоху Кеплера не существовало привычных для нас формул для расчета объемов тел. Поэтому Кеплер ищет геометрические тела, объемы которых равны объемам исследуемых им тел. Причем тела для сравнения не являются телами вращения. Предварительно, для освоения метода решения поставленной задачи, Кеплер составил в первой части книги сводку известных в античности результатов по определению объемов. А в начале второй части книги осуществил вычисление объема кругового тора [4]. В современной форме ход вычисления таков. При повороте образующего круга тора на бесконечно малый угол dφ образуется элементарный цилиндр, который в силу малости можно считать прямым круговым (рисунок 2). 
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Рисунок 2 – Вычисление объема кругового тора

Его объем
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При вращении образующего круга угол φ изменяется в пределах (0 ; 2π) . Тогда объем всего тора
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Это соотношение соответствует объему кругового цилиндра, площадь основания которого равна площади образующего круга тора, а высота – длине производящей окружности тора. 
После чего, Кеплер переходит непосредственно к вычислению объемов тел вращения сегментов путем обобщения приема расчета объема тора. Рассуждения Кеплера гораздо легче понять, применяя инфинитезимальные методы современного анализа, согласно комментарию проф. Веселовского к тексту «Стереометрии» [5].
При вращении некоторого сектора вокруг оси MN (рисунок 3) элементарный объем образующегося тела вращения
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                                                  Рисунок 3 – Вычисление объема тела вращения

                                                                 .
Угол φ изменяется при вращении в пределах (0 ; 2π) . Тогда интегрируя по этому углу имеем для объема элементарного  слоя
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Тогда объем всего тела вращения с учетом симметрии сектора относительно оси Ox
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Полученная формула является частным случаем формулы современного математического анализа для расчета объемов тел вращения.
Далее Кеплер рассматривает вертикальный цилиндр, построенный на секторе, а затем копыто полученное, сечением цилиндра плоскостью, проходящей через основание сектора и точку, расположенную на перпендикуляре к плоскости сектора на высоте, которая равна проходимой вершиной сектора длине окружности (рисунок 4).
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Рисунок 4 – Вычисление объема копыта

Для некоторой координаты x элементарной полоски сектора dx по подобию
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Тогда объем элементарного параллелепипеда 
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. Следовательно, объем всего копыта с учетом симметрии сектора относительно оси Ox 
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Окончательно, объемы обоих тел равны, что и составляет смысл теоремы, доказываемой И. Кеплером.

Условия теоремы Кеплера справедливы не только для конических сечений, но и для некоторых кривых без самопересечений, еще не открытых ко времени жизни Кеплера. Среди замкнутых кривых, обладающих ярко выявленными экстремумами, это суперэллипсы, овалы Кассини, астроида. Среди кривых незамкнутых, обладающих одним экстремумом или точкой перегиба, лежащими на оси  симметрии, это циссоида, версьера, трактриса, цепная линия. [4, 6]. 
Проиллюстрируем теорему Кеплера очень простым примером. При вращении полукруга вокруг основания по рисунку 3 образуется шар. Если сегмент на рисунке 4 будет полукруг, то копыто будет цилиндрическим отрезком или копытом Архимеда. Объем копыта Архимеда по [7] 
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, то есть равен объему соответствующего шара.
Своей теоремой Кеплер не только сдвинул с места проблему вычисления объемов, в которой не было никакого прогресса более десяти веков. При ее доказательстве геометрическими методами он ввел прием разбиения на бесконечно малые и приведения задачи к сумме, стремящейся к пределу при бесконечном  увеличении числа слагаемых. Этот прием позволял решать задачи, недоступные античному методу исчерпывания. Развитие нового способа решения указанных задач стало предвестником интегрального исчисления. В семидесятые годы XVII века решение задач о вычислении объемов и площадей перестало быть новостью и на повестке дня стало создание исчисления бесконечно малых [1].
Понимание смысла и содержания различных аспектов научного наследия выдающихся математиков прошлого, в том числе Иоганна Кеплера, которому посвящена настоящая лекция, полезно  преподавателям математики средней и высшей школы, студентам, школьникам старших классов и просто увлеченным математикой. Оно способствует улучшению преподавания математики, расширяет кругозор, не дает угаснуть интересу к математике, как  к науке и учебному предмету. А все это дает и хорошую подготовку, и хорошие профессиональные качества современному работнику независимо от избранной специальности.
Автор выражает искреннюю благодарность доценту кафедры «Высшая математика» Гомельского государственного технического университета им. П. О. Сухого, к. ф.-м. н. Л. Л. Великовичу за высказанные замечания и предложения, позволившие существенно улучшить содержание лекции. 
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